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Wstep

Ponizszy skrypt zawiera, a przynajmniej prébuje, podstawowe (i przy okazji elementar-
ne) wprowadzenie do teorii kategorii jako jezyka opisujacego struktury matematycznego
oraz wzajemne relacje pomiedzy nimi. Celem tych notatek jest oswojenie Czytelnika z
podstawowym pojeciami oraz metodami (algebraicznymi) tej poddziedziny matematy-
ki. O samych kategoriach mozemy mysle¢ jako strukturach, ktére sktadaja si¢ z pewnych
obiektow i przeksztatcen miedzy nimi, ktére zachowuja cechy rozwazanych obiektéw.
Teorie te mozna traktowaé z jednej strony jako pewien matematyczny framework (Sro-
dowisko matematyczne) dla badanych struktur, z drugiej jednak — forme abstrakcji
podstawowych, ogdlnych wtasnosci poje¢, ktére wspotdzielone sa, mutatis mutandis, z
innymi, pozornie niezwigzanymi ze sobg, strukturami matematycznymi.

Zaktadaé¢ bedziemy, ze Czytelnik zaznajomiony jest z podstawowymi strukturami
matematycznymi: grupami, przestrzeniami liniowymi czy przestrzeniami topologiczny-
mi — dowiemy sie niebawem, ze wraz ze swoimi homomorfizmami tworza one kategorie.

Historycznie rzecz ujmujac, za poczatek teorii kategorii uznaje si¢ rok 1945 — date
opublikowania pracy Samuela Eilenberga oraz Saundersa MacLane’a Natural isomor-
phisms in group theory, a rozwazania z tego zakresu wyrosty z topologii algebraicznej,
ktora zajmuje sie badaniem wlasnosci przestrzeni topologicznych przy uzyciu metod
algebraicznych. Nalezy mie¢ na uwadze, ze od tego czasu pewne pojecia z tego zakresu
ulegty przeobrazeniu — z dzisiejszego punktu widzenia nawet pozniejsza praca Catego-
ries for the Working Mathematician (réwniez autorstwa MacLane’a) przez niekt6rych
moze by¢ uznawana za przestarzata. Ponizszy skrypt w gtéwnej mierze bazuje na znacz-
nie Swiezszej ksiazce — Abstract and Concrete Categories. The Joy of Cats Addmka,
Herrlicha i Streckera.

W tym skrypcie znajduje sie wiele faktow do sprawdzenia jako ¢wiczenie. Autor jest
przekonany, ze utrwalanie elementarnych definicji, wtasnosci i faktow teorii kategorii
wymaga praktyki i samodzielnego wysitku. Nie zmienia to faktu, iz szablonowe rozu-
mowania, na ktérych mozna si¢ wzorowac, sa przedstawione w petni bez niedomowien.

Kurs ten obejmuje (w zamierzeniu):

kategorie: podstawowe definicje i przyktady,
rodzaje morfizmow,

konstrukcje uniwersalne: produkty, sumy roztaczne,
kategorie i pojecia dualne, zasade dualnosci,
funktory,

diagramy, granice diagraméw,

podkategorie, ich wtasnosci,

refleksje oraz korefleksje,

e A A e B

zastosowania teorii kategorii w ogdélnych konstrukcjach.
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Rozdziat 1

Kategorie, morfizmy, produkty

1.1 Pojecie kategorii

Nie tracac czasu na zbedne spekulacje, mozemy przej$é¢ do formalnej definicji kategorii,
a brzmi ona nastepujaco:

Definicja 1.1.1 (Kategoria). Kategorig C nazywamy strukture ztozona z:
1. klasy Ob(C), ktérej elementy nazywamy obiektams,

2. klasy Hom(C), ktérej elementami sg morfizmy f: A - B, gdzie A jest obiektem
zwanym dziedzing, natomiast B — obiektem zwanym przeciwdziedzing,

3. operacji dwuargumentowej o zwanym skfadaniem ¢ o f morfizméw f:A - B,
g: B — C speiajacym dwa warunki:

(a) jezeli f:A—> B, g:B — C oraz h:C - D, to ho(gof)=(hog)of (lgcznosé),
(b) dla kazdego obiektu A istnieje morfizm id4 zwany identycznoscig, dla kto-

rego foidy = f oraz goidg = g dla kazdych morfizméw f: A - B oraz
g B — A.

Innymi stowy kategoria sktada sie z pewnych obiektow oraz morfizméw miedzy
obiektami, dla ktorych zachodzi taczne prawo sktadania morfizméw. Zauwazmy, ze ta
dosy¢ abstrakcyjna definicja nie okresla, czym powinny by¢ obiekty! Co wiecej, mimo
nazewnictwa, morfizmy wcale nie muszg by¢ funkcjami (chociaz, przyznajmy, na ogdt
beda).

Cwiczenie 1.1.1. Sprawdz, ze w dowolnej kategorii identycznosé jest wyznaczona w
sposob jednoznaczny.

Przekonamy sie za moment, ze bogactwo réznorodnych kategorii jest wprost niewy-
obrazalne. Przed tym jednak przekonamy si¢, ze znane nam struktury matematyczne
tworza kategorie.

Przyktad 1.1.1. Mozemy wyrézni¢ podstawowe kategorie takie jak:
o Set — kategorie zbioréw wraz z funkcjami jako morfizmami,

o Grp — kategorie grup wraz z homomorfizmami grup,
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» Vec — kategori¢ przestrzeni liniowych wraz z przeksztatceniami liniowymi,
« Rng — kategorie pierécieni (z jedynka) wraz z homomorfizmami pierscieni,

o Top — kategorie przestrzeni topologicznych wraz z funkcjami ciggtymi.

Oczywiscie, powyzsza lista nie jest kompletna. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze morfi-
zmy kazdej z wymienionych kategorii sa domkniete na operacje sktadania (np. ztozenie
funkcji ciaglych jest funkcja ciagta). O morfizmach mozemy w powyzszych przypadkach
mysleé¢ jako przeksztatceniach zachowujacych strukture.

Na ogét przy zadeklarowanej klasie obiektéw wybdr morfizméw jest jasny. Zdarza
sie jednak, ze dla tej samej klasy obiektéw mozemy wybra¢ inne morfizmy, tworzac tym
samym inne kategorie: w klasie przestrzeni metrycznych za morfizmy mozemy wybrac:

1. funkcje ciggte,
2. funkcje jednostajnie ciggte,

3. odwzorowania nierozszerzajace: tj. funkcje f: X — Y miedzy przestrzeniami me-
trycznymi (X, dy) oraz (Y,dy), dla ktorych dy (f(z), f(y)) <dx(x,y).

Nie powinnismy jednak mysle¢ o morfizmach jedynie jako funkcjach. Przytoczymy
w tym momencie dwa pouczajace przyktady.

Przyktad 1.1.2. Rozwazmy dowolny zbior X. Utworzymy kategorie C w nastepujacy
sposéb: niech Ob(C) = X (a wiec kazdy punkt zbioru jest obiektem) oraz

Hom(C) = {id,:x € X},

tj. jedynymi morfizmami sa identycznosci. Czytelnik moze tatwo sprawdzi¢, ze wszyst-
kie warunki definicji kategorii sa spetnione (w sposéb trywialny). Kategorie, w ktérych
jedynymi morfizmami sg identycznosci, nazywamy dyskretnymi.

Przyktad 1.1.3. Niech P bedzie zbiorem czeSciowo uporzadkowanym! relacjg <. Po-
dobnie jak poprzednio, niech klasg obiektéw bedzie zbior P. Deklarujemy, ze dla kaz-
dych dwoch elementow x,y € P istnieje doktadnie jeden morfizm a — b wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy a < b. Zwrotnos¢ relacji porzadku gwarantuje istnienie identycznosci,
przechodnio$¢ natomiast — prawo sktadania morfizméw. Jak wida¢ w tym przypadku,
morfizmy nie stanowia funkcji.

Wygodng forme przedstawiania morfizmow jest diagram, ktéry pozwala zilustrowaé
ztozenia, dla przyktadu:

'Relacja < na zbiorze P jest czesciowym porzqdkiem, jezeli dla wszystkich x,y,z € P zachodza
nastepujace warunki:

1. x <z (zwrotnosé),
2. (zx<ynry<ax)=2x=y (slaba antysymetria),

3. (x<yAry<z)=x<z (przechodniosé).
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Zauwazmy, ze mozliwe ztozenie g o f, gdzie f: A - B oraz ¢g: B — C na pierwszy
rzut oka wydaje sie ,odwrdcone”, tj. niezgodne z kierunkiem strzatek, natomiast jezeli
przyjrzymy sie dziedzinom i przeciwdziedzinom, zauwazymy, ze ztozenia nalezy istotnie
czytaé ,,od konca”. Czytelnik powinien sie przyzwyczai¢ do tego stanu rzeczy.

Podstawowsg wlasnosciag diagramu jest jego przemiennosc:

Definicja 1.1.2 (Przemienno$¢ diagramu). Méwimy, ze diagram

A

7|
QW

jest przemienny, jezeli h =go f.

Jezeli diagram nie jest przemienny, moze sie zdarzy¢, ze h# go f.
Powyzsza definicje mozemy oczywiscie na wiekszg liczbe przeksztatcen, w innych
konfiguracjach. Dla przyktadu przemiennos$¢ diagramu:

ATy B
h lg
67—7;+_D

oznacza réwnosé go f = koh. Mozemy dzigki temu dorysowac kolejna strzatke p: A - D,
ktora spetia

gof=p=koh,

zachowujac przemiennos¢ diagramu. Czytelnik by¢ moze rozpoznaje podstawowy fakt z
algebry grup zwanym pierwszym twierdzeniem o izomorfizmie grup, skrétowo zawartym
w przemiennym diagramie:

G ——H

T

G/ ker ¢

gdzie ¢:G — H jest homomorfizmem grup ,na”, m:G — G/ker p — przeksztalceniem
ilorazowym, natomiast ¢ — jedynym takim homomorfizmem, ze ¢ o 7w = .
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1.2 Morfizmy i ich rodzaje

Tak ogdlne pojecie morfizmu nie pozwala na rozréznianie ich cech jakosciowych. Z
doswiadczenia wiemy, ze niektére morfizmy (np. homomorfizmy grup) réznig sie od
siebie — niektére z nich sg réznowarto$ciowe, podczas gdy inne stanowia surjekcje.
Teoria kategorii pozwala wyodrebni¢ niektore typy morfizmow niezaleznie od kategorii,
w ktorej sie znajduja. W szczegdlnosci interesowaé nas beda morfizmy zachowujace w
petni strukture obiektu — izomorfizmy.

Definicja 1.2.1 (Izomorfizm). Méwimy, ze morfizm f: A — B jest izomorfizmem, jezeli
istnieje takie g: B — A, ze

gof=idy oraz fog=idg. (1.1)

Cwiczenie 1.2.1. Wykaz, ze jezeli f: A — B jest izomorfizmem oraz ¢y, ¢> spehiaja
warunek (1.1), to g1 = ¢o.

Powyzsza uwaga pozwala nam moéwié¢ o odwrotnosci f oraz przyjaé zapis f~! = g.
Jezeli miedzy obiektami A i B istnieje izomorfizm, méwimy, ze A i B sa izomorficzne,
tzn. identyczne z punktu widzenia rozwazanej struktury. W dalszej czesci bedziemy
pisaé

A 2 B < istnieje izomorfizm f: A - B.

Nietrudno sprawdzi¢, ze:

« izomorfizmami kategorii Set sg bijekcje,

 izomorfizmami Top to homeomorfizmy przestrzeni topologicznych.

W kategoriach algebraicznych (tj. Grp, Vec, Rng) pojecie izomorfizmu pokrywa
sie z pojeciem teoriokategoryjnym. We wszystkich podanych kategoriach, w ktérych
morfizmy byty funkcjami, izomorfizmy z koniecznosci byty bijekcjami. Nie jest jednak
prawda, ze kazdy bijektywny morfizm jest izomorfizmem:

Przyktad 1.2.1. Rozwazmy przestrzen topologiczna I = [0,1) z topologia naturalna.
Istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie ciggte f: 1 — S na okrag

S={(z,y) eR%:a?+y* =1}
(z topologia dziedziczona z R?) niebedace homeomorfizmem.

Cwiczenie 1.2.2. Uzasadnij powyzsze stwierdzenie.

Przy okazji mozna zauwazy¢, ze powyzsze odwzorowanie traktowane jako , gota”
funkcja jest izomorfizmem w kategorii Set, zapominajac o topologii i wymaganiu cia-
glosci morfizméw.

Jak wiemy chociazby z algebry, mozemy méwi¢ o monomorfizmach oraz epimorfi-
zmach. To pojecie przenosi si¢ na grunt teorii kategorii:

Definicja 1.2.2 (Monomomorfizm). Méwimy, ze f: A - B jest monomorfizmem wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary h, k:C' — A spelhiajacej foh = f ok zachodzi h = k.

6
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Innymi stowy mozemy lewostronnie ,skraca¢” monomorfizmy — mozemy mys$le¢
zatem algebraicznie o tej wtasnosci. Czasami, skrétowo, bedziemy mowic ,, f jest mono”
zamiast ,, f jest monomorfizmem”.

Zobaczmy, jak wygladaja monomorfizmy w kategorii Set.

Stwierdzenie 1.2.1. W kategorii Set funkcja f: A - B jest monomorfizmem wtedy i
tylko wtedy, gdy jest réznowartosciowa.

DowOD. Zalézmy, ze funkcja f: A - B jest monomorfizmem, pokazemy, ze f musi
by¢ réznowartoséciowa, tj. x # y = f(x) # f(y) dla wszelkich x,y € A. Rozwazmy single-
ton {p} oraz okre$lmy a:{p} — A jako a(p) = x oraz b:{p} > A, b(p) =y, gdzie x + y sa
elementami A. Poniewaz a # b, z kontrapozycji definicji monomorfizmu otrzymujemy

foa#fob,
a wiec

f(x) = fla(p)) # f(b(p)) = f(y),

co dowodzi réznowartosciowosci f.
Przeciwna, tatwiejsza, implikacje pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. ]

Podobnie sytuacja ma sie w kategoriach Grp, Vec, Rng oraz Top, gdzie monomor-
fizmy to dokladnie réznowartosciowe homomorfizmy (badz funkcje ciagte w przypadku
Top).

Wyrdznijmy dwie podstawowe wtasnosci monomorfizmu:

Stwierdzenie 1.2.2. Niech f: A - B oraz ¢g: B — C beda monomorfizmami. Wéwczas
ztozenie g o f rowniez jest monomorfizmem.

DowOD. Wystarczy sprawdzié, ze dla go f zachodzi prawo lewostronnego skracania.
Ustalmy zatem taka pare h,k:D — A, ze (go f)oh = (go f)ok. Wowczas zachodzi
rownosé

(gof)oh=go(foh)=go(fek),

co pociaga
foh=fok,

poniewaz ¢ jest monomorfizmem. Ponownie skracajac z lewej strony mamy h = k, co
dowodzi tezy. ]

Stwierdzenie 1.2.3. Zalézmy, ze dla f:A - B oraz ¢:B — C zlozenie g o f jest
monomorfizmem. Wowczas f jest monomorfizmem.

DowOD. Ustalmy dowolng taka pare h,k: D — A, ze foh = fok. Wtedy réwniez
(gof)eh=go(foh)=geo(fok)=(gof)ok,
a na mocy zatozenia h = k. PokazaliSmy tym samym, ze f jest mono. ]

Jak juz ustaliliSmy, nie zawsze morfizmy sg funkcjami, tym samym nie powinnismy
mysle¢ o monomorfizmach jak o injekcjach. Ponizej skonstruujemy przyktad, ktoéry

7



1.2. MORFIZMY I ICH RODZAJE

pokazuje, ze nawet wérod kategorii z funkcjami jako morfizmami nasze intuicje moga
by¢ zawodne:

Przyktad 1.2.2. Niech A oraz B bedg dowolnymi zbiorami oraz niech f: A - B bedzie
funkcja, ktora nie jest réoznowartosciowa. Konstruujemy kategorie C w nastepujacy
spos6b: Ob(C) = {A, B}, natomiast

Hom(C) = {id,idp, f} .

Zwroémy uwage, ze nie istnieje zaden morfizm g: B — A. Z koniecznosci zatem jezeli
foh=fok, to h=k: jezeli dziedzing h jest A, to jako ze dziedzing f réwniez jest A,
a przeciwdziedzing B, h =id4 i wtedy rownos¢ spetniona jest trywialnie. Dziedzing h
nie moze by¢ B, bo, jak zdazyliémy zauwazy¢, nie istnieje zaden morfizm odsytajacy
B w A. Tym samym f jest monomorfizmem nieréznowartosciowym.

Zauwazmy, ze w podanym przyktadzie nie byto istotne, jak doktadnie zachowuje
sie funkcja f. Mowigc nieformalnie, kategoria C nie ,zaglada” do $rodka obiektow i
morfizmow.

Dualnym pojeciem do monomorfizmu jest pojecie epimorfizmu:

Definicja 1.2.3 (Epimorfizm). Méwimy, ze f: A - B jest epimorfizmem wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej pary h,k: B — C spelniajacej ho f = hok zachodzi h = k.

Dla wygody zamiast pisaé¢ ,,f jest epimorfizmem”, bedziemy postugiwaé sie krot-
szym wyrazeniem ., f jest epi”. Czytelnik, wzorujac sie na poprzednich dowodach, tatwo
moze wykazac, ze:

Stwierdzenie 1.2.4. Niech f: A - B oraz g: B - C beda morfizmami. Jezeli f oraz g
s epi, to i ztozenie go f jest epi. Ponadto, jezeli wiadomo, ze go f jest epimorfizmem,
to g jest epi.

Nie bedzie dla nas zdziwieniem, ze w kategorii Set epimorfizmami sg doktadnie
funkcje ,na”: jezeli funkcja f: A - B jest surjekcja, a h, k: B — C' takimi funkcjami, ze
ho f=Fkof, todla kazdego y € B istnieje taki x € X, ze f(x) =y. Tym samym

h(y) = h(f(x)) = k(f(x)) = k(y),

co dowodzi réwnosci h = k.

Sprawdzenie przeciwnej implikacji pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie?. Nie
nalezy jednak utozsamiaé pojecia epimorfizmu z surjekcjami! Nie siegajac daleko, mo-
zemy w kategorii Rng znalez¢ réznowartosciowy (!) epimorfizm niebedacy surjekcja:

Przyklad 1.2.3. Rozwazmy homomorfizm pierscieni i:Z — Q zanurzajacy pierscien
liczb catkowitych w ciato liczb wymiernych. Pokazemy, ze i jest epimorfizmem. Rozwaz-
my homomorfizmy pierscieni h, k:Q - R, dla ktoérych hoi = koi. Poniewaz i(n) =n € Q,
mamy

h(i(n)) = h(n) = k(n) = k(i(n))

2Wystarczy wnikliwie przettumaczyé¢ podany dowéd dla monomorfizméw, ,,odwracajac” strzatki,
tj. kierunek morfizméw.
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dla wszystkich n € Z. Niech § € Q. Wéwczas

()= o 3) = h (3)

jako ze h jest homomorfizmem pierécieni. Na podstawie poprzedniej réwnosci wiemy,
ze h(a) = k(a), zatem

h(a)h () = k(a)h (3) = k(- )R (5) = Ok (3) 1 ()
Skoro k(b) = h(b), to
kO)k(5) R (5) = RO (5) 1 (5) = h®IR () K (5) = A (b-5) k()
Ostatecznie
h($)=h(b-5)k(5)=n(k(5) = k(DE(F) =k (1-§) =k ().

Czyli h = k, co nalezalo wykazac.

Sylis!

Natomiast prawdziwe pozostaje nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 1.2.5. Jezeli p: R — S jest surjektywnym homomorfizmem pierécieni,
to jest epimorfizmem.

Cwiczenie 1.2.3. Uzasadnij powyzszy fakt.

Wskazowka: Wykorzystaj podany fakt, Ze funkcje ,na” spetniajg ogolng wtasnosé ho f =
kof=h=k.

Inny, roéwnie istotny, przyktad znalez¢é mozemy w kategorii Haus przestrzeni Haus-

dorffa3:

Stwierdzenie 1.2.6. Funkcja ciggta f: X - Y miedzy przestrzeniami Hausdorffa jest
epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ma gesty obraz.

Przed dowodem tego stwierdzenia, odnotujmy nastepujacy fakt:

Fakt 1.2.1. Jezeli funkcje ciggle f,g: X — Y, gdzie Y jest przestrzenig Hausdorffa,
spelniaja warunek

f(x)=g(x), weD

dla pewnego zbioru gestego D € X, to f =g.

By uzasadnié¢ powyzszy fakt, zauwazmy, ze gdyby f(z) # g(x) dla pewnego x € X,
to istniatyby dwa roztaczne zbiory U oraz V', dla ktérych f(z) € U oraz g(x) € V. Zbidér
W = f~1(U)ng=' (V) jest niepusty, bo zawiera x, oraz jest otwarty jako przekrdj dwdch
zbioréw otwartych, poniewaz funkcje f i g byly ciaggte. Z drugiej strony na zbiorze W
funkcje f oraz g musza sie rézni¢, bo U oraz V sg roztaczne. Jako ze zbiér D jest

3Przypomnijmy, ze przestrzen topologiczna X jest przestrzenig Hausdorffa (lub: spetnia aksjomat
oddzielania Ty), jezeli dla kazdych dwoch réznych punktéw z,y € X istnieja takie zbiory rozlaczne
otwarte U,V , ze x e U oraz y e V.
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gesty, przecina zbiér W w pewnym punkcie y. Ale z zatozenia f(y) = g(y), co przeczy
poprzedniej uwadze. Zatem f(x) = g(z) dla wszystkich z € X.

W dowodzie wykorzystamy ogdlna konstrukcje nastepujacej postaci: niech Z bedzie
przestrzenia topologiczng oraz niech F' € Z bedzie pewnym podzbiorem. Konstruujemy
przestrzen Z' = Z; U Zy bedaca suma roztaczna® dwoch kopii Z (tj., Z1, Zs sa przestrze-
niami homeomorficznymi z 7). Poprzez oznaczenie z; oraz zo bedziemy rozumie¢ kopie
tego samego punktu z € Z odpowiednio w Z; i Zy. W Z’ okreslmy relacje réwnowazno-
Sci z1 = 2o dla kazdego z € F', tj. utozsamiamy punkty zbioru F' obu kopii, a nastepnie
tworzymy przestrzen ilorazowg® Zr wzgledem tak wprowadzonej relacji réwnowazno-
sci. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze jezeli Z jest przestrzenig Hausdorffa, natomiast F
jego podzbiorem domknietym, tak uzyskana przestrzen Zp réwniez jest przestrzenia
Hausdorffa.

DowOD. Przypusémy, ze f: X — Y ma gesty obraz w Y. Niech h,k:Y — Z beda
dwoma funkcjami ciagltymi takimi, ze ho f = ko f. Wéwczas, poniewaz f(X) jest gestym
podzbiorem Y, funkcje h oraz k zgadzaja sie na pewnym podzbiorze gestym, a wiec,
na mocy poprzedzajacej uwagi, h = k.

Dla dowodu przeciwnej implikacji przyjmijmy, ze dla funkcji ciagtej f: X - Y, f(X)

nie jest geste. OkreSlmy Z = f(X) jako domkniecie obrazu przestrzeni X poprzez f,
wtedy Z # Y.

Niech Y, bedzie przestrzenia skonstruowana wedtug poprzedniej uwagi, a h, k:Y —
Y, funkcjami zadanymi jako

W) =[], k() = [22],

gdzie [y;] stanowi klase réwnowaznosci w Yz o reprezentancie ;. Funkcje te sa rézne,
poniewaz Z ¢ Y, natomiast zgadzaja sie na zbiorze Z (wprost z definicji przestrzeni

Yz). Stad tez ho f=ko f, ale h # k. ]

Przekonamy sie w dalszej czesci, ze wyrdznienie mono/epimorfizméw jest weiaz zbyt
ogélne: dla przyktadu topologiczne przeksztalcenie ilorazowe (zanurzenie kanoniczne
m X - X/.) jest, jak zobaczymy, czyms silniejszym od pojecia epimorfizmu. Zwroémy
takze uwage, ze w ogdélnosci nieprawda jest stwierdzenie, ze kazdy monomorfizm, kté-

4Dla dowolnych zbioréw A oraz B mozemy wprowadzi¢ tzw. sume rozlaczna:
AuB={(a,0):ac A}u{(b,1):be B}.

Jezeli A oraz B byly przestrzeniami topologicznymi, mozna zadaé topologie na Au B jako najmniejsza
topologie, przy ktérej wlozenia ¢1: A - Au B, v9: B - Au B zadane jako

(,01((1) = (a’70)7 902(b) = (b7 1)

sa ciggle. Réwnowaznie: podzbiér U € A U B jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazy
011 (U), 3 (U) sa otwarte odpowiednio w A i B. Suma roztaczna stanowi forme koproduktu, o ktérych
powiemy wiecej w dalszej czesci.

SPrzypomnijmy, ze jezeli X jest przestrzenia topologiczna z topologia 7, a ~ relacja réwnowaznosci
okreslona na zbiorze X, mozemy utworzy¢ przestrzen ilorazowa X /., to jest przestrzen wszystkich
klas réwnowaznosci wyznaczonych przez relacje ~, z topologia

T/N = {UEX/~:7T_1(U) ET}’

gdzie m: X — X/. przyporzadkowuje z jego klase abstrakcji [z]..
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ry jest epi, jest izomorfizmem: podany poprzednio przyktad przeksztatcenia odcinka
na okrag w kategorii Top stanowi kontrprzyktad i dla tego stwierdzenia (sprawdz!).
Natomiast z calg pewnoscia mozemy stwierdzi¢, ze:

Cwiczenie 1.2.4. Wykaz, ze kazdy izomorfizm f: A — B jest zaréwno mono, jak i epi.

Z kolei w niektorych kategoriach (najczesciej algebraicznych) istotnie izomorfizmy
to doktadnie bimorfizmy — morfizmy jednoczesnie mono oraz epi. Takimi kategoriami
sa m.in. Grp, Vec czy Rng.

Cwiczenie 1.2.5. Pokaz, ze w kategorii cial F1d kazdy epimorfizm jest izomorfizmem.

Wskazowka: Czy istniejg nieréznowartosciowe homomorfizmy ciat?

7 powyzszego faktu skorzystamy w nastepnej czesci.

1.3 Produkty, koprodukty

W réznych gateziach matematyki mozemy spotkac sie z produktem — czy to iloczynem
kartezjanskim zbioréw, produktem Tichonowa przestrzeni topologicznych czy produk-
cie grup algebraicznych. Okazuje sie, ze operacje tworzenia produktu daje sie wyab-
strahowa¢ na gruncie teorii kategorii, ujmujac ja za pomoca charakteryzacji wyrazonej
w jezyku morfizméw. Zdefiniujemy produkt obiektéw poprzez tak zwang wiasnosé uni-
wersalng:

Definicja 1.3.1 (Produkt). Produktem obiektéw X, X, nazywamy obiekt X ozna-
czany jako X; x Xy wraz z parg morfizmow 7: X - X, m: X — Xy, nazywanych
naturalnymi rzutowaniami, speliajacg nastepujacg wlasno$é uniwersalng: dla kazdego
obiektu Y oraz pary morfizmoéw oraz pary morfizméw fi:Y — Xy, fo:Y - X, istnieje
doktadnie jeden taki morfizm f:Y — X, Zze ponizszy diagram

Y
ylf\f’:
Xi 4 X —

Xo

jest przemienny.

Zauwazmy, ze sam obiekt X x X5 nie stanowi produktu: definicja uwzglednia obiekt
wraz z parg morfizméw. Definicje mozemy rozszerzy¢ na dowolng niepustg® rodzine
obiektéw (X;):er: produktem rodziny obiektéw (X;); (oznaczanym jako [];.; X;) na-
zywamy taki obiekt X wraz z rodzing morfizméw (), gdzie m: X — X;, ze dla
kazdego obiektu Y oraz rodziny morfizméw (f;)is, fi:Y — X;, istnieje doktadnie jeden
taki morfizm f:Y — X, dla ktoérego ponizszy diagram jest przemienny:

6Poki co, bez dodatkowego pojecia obiektu koricowego, nie jestedmy w stanie okredli¢, czym bylby
pusty produkt w danej kategorii.

11
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SR

X;

&
ur

Innymi stowy, postulujemy istnienie doktadnie jednego morfizmu spetniajacego f; =
m; o f dla kazdego 7 € I.

Nalezatoby sie upewnié¢, ze tak postawiona definicja zgadza sie z konkretnymi re-
alizacjami produktu w odpowiednich kategoriach.

Przyktad 1.3.1. W kategorii zbioréw Set produkt w powyzszym sensie pokrywa si¢
z produktem zbioréw: dla dowolnej rodziny (X;);; okreslamy

HXi = {(%)z’e[i V T; € Xi}

iel iel

wraz z projekcjami (7;)ier, 7 [1ier Xi = X; zadanymi jako

75 ((i)ier) = ;.

Dla kazdego zbioru Y oraz rodziny funkcji (f;)ir, f:Y — X; przeksztalcenie f:V —
[1,c; X postaci
@) = (fi(Y))ser

jest jedynym odwzorowaniem spetniajacym rownosé f; = m; o f dla kazdego i € I.

Przyktad 1.3.2. Dla dowolnej rodziny przestrzeni topologicznych w kategorii Top
mozna utworzy¢ produkt (jako zbidr), wyposazajac go w najmniejsza topologie, przy
ktorej wszystkie rzutowania sa ciggte. Taka topologia nosi nazwe topologii produktowe;j
i spetnia abstrakcyjng wlasnos¢ uniwersalng produktu.

W poprzedniej czesci skonstruowaliSmy matg kategorie na podstawie zbioru cze-
Sciowo uporzadkowanego. I dla takich kategorii pojecie produktu ma (znany) sens:

Przyktad 1.3.3. Niech (P, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym, natomiast
C — kategoria skonstruowana tak jak w przyktadzie 1.1.3. Niech z,y € P beda dwoma
dowolnymi elementami. Zatézmy, ze z = x x y jest produktem elementéw =,y € P w
sensie definicji 1.3.1. Wowczas istnieje para morfizméw z — x oraz z - y, tj. 2 < x oraz
z < y. Ponadto dla kazdej pary w — x oraz w — y (a wiec w < x,y) istnieje dokladnie
jeden” morfizm w — z, tj. w < z.

A zatem dla kazdego elementu w € P mniejszych wspolnie od z, y, element w nie
przekracza z. Jest to nic innego jak definicja kresu dolnego dwoch elementéow zbioru
czesciowo uporzadkowanego. Produkt w sensie teoriokategoryjnym pokrywa sie wiec z
kresem dolnym, tj. z x y = inf{z, y}.

Latwo sprawdzi¢, ze, na tej samej zasadzie, dla podzbioru A ¢ P produkt [],.4a
rowny jest inf A.

"Zauwazmy, ze jedyno$é jest zagwarantowana z konstrukeji kategorii.
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7 powyzszego przyktadu mozna odczytaé m.in., ze przekroj zbiorow An B c X jest
produktem w zbiorze potegowym P(X) zbioru X. Podobnie najwiekszy wspdlny dziel-
nik NWD(nq,...,ng) liczb naturalnych ng, ..., ny jest produktem w zbiorze czesciowo
uporzadkowanym (N |), gdzie | stanowi relacje podzielnosei.

Nie zawsze kres dolny w zbiorze czeSciowo uporzadkowanym istnieje. Tym samym
nie w kazdej kategorii dla wszystkich obiektéw istnieje ich produkt.

Przyklad 1.3.4. Rozwazmy kategorie cial Fld. Niech K bedzie dowolnie ustalonym
ciatlem. Przypus$émy, ze istnieje produkt K x K wraz z para naturalnych rzutowan
71, me: K x K - K. Rozwazmy pare morfizméw (idg,idy); rozklada sie ona wzgledem
m, Mo zgodnie z ponizszym przemiennym diagramem:

K

i

Poniewaz idgx jest epimorfizmem, na mocy 1.2.4 7,75 rowniez sg epi, a wiec jako
zanurzenia cial (patrz: éwiczenie 1.2.5) musza by¢ izomorfizmami. Zatem

m=idg =m oraz K x K=~ K.

Korzystajac z wlasnosci uniwersalnej produktu, dla dowolnych zanurzen ciat 1, po: L —
K istnieje jedyny taki homomorfizm ciat p: L - K x K| ze

@1:7'('10()0:@:7(20()0:@2

jako ze m,my sg W rzeczywistosci identycznosciami K. A zatem kazde dwa homomor-
fizmy cial L - K muszg sie pokrywac.

W szczegdlnosei dla L = K = C z powyzszego wynikaloby, ze nie istnieje nietrywialny
automorfizm ciata liczb zespolonych, co jest sprzeczne z istnieniem sprzezenia z — Z.

O kategoriach, w ktérych dla dowolnej rodziny obiektéw istnieje produkt, méwi-
my, ze posiadaja produkty. Zaznaczmy takze, ze produkt, o ile istnieje, jest zawsze
jednoznacznie wyznaczony. Doktadniej rzecz ujmujac:

Stwierdzenie 1.3.1. Zal6zmy, ze dla rodziny obiektéw (X;);; istnieja dwa produkty
X, X’ spehiajace wlasno$¢ uniwersalng produktu. Wéwezas X =~ X'.

DowOD. Niech (7;);er oraz (m});e; beda naturalnymi rzutowaniami odpowiednio dla
X oraz X'. Rozwazmy nastepujacy diagram:

X; X7
’Y gﬂfx
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Z okreslenia produktu powyzszy diagram jest przemienny (dla doboru Y = X' oraz
fi = m dla prawej strony z wtasnosci produktu X oraz Y = X, f; = m; z whasnosci
produktu X’ dla lewej strony), ponadto funkcja f: X’ - X spekiajaca 7/ o f = ; dla
kazdego i € I wyznaczona jest w sposéb jednoznaczny. Na podobnej zasadzie istnieje
jedyne ¢g: X — X', dla ktérego zachodzi tozsamo$¢ m; o g = 7}, i € I. Laczac powyzsze
rownosci, uzyskujemy

mioidy =m=mog=(mof)og=mo(fog).

Zatem, poniewaz zaréwno dla morfizmu h =idy, jak i h = f o g, diagram

N

X —— X,

jest przemienny dla kazdego i € I, to z jedynosci h (dla doboru f; = m; z wtasnosci
uniwersalnej produktu) musi zachodzi¢ idx = f o g. Analogicznie zachodzi idx, = go f,
a wiec X 2 X', [

Powyzszy fakt uzasadnia stosowanie jednego symbolu [],.; X; dla produktu rodzi-
ny obiektéw, co zagwarantowane jest dzieki jedynosci postulowanego morfizmu f o
wtasnosci f; = m; o f dla kazdego i € [.

Tak jak iloczyn kartezjanski, produkt w sensie teorii kategorii jest taczny. Doktad-
niej:
Cwiczenie 1.3.1. Dla dowolnych obiektéw XY, Z zachodzi (X xY)x Z = X x (Y x Z),
o ile produkty te istnieja.

Wskazowka: Rozwaz nastepujgcy diagram:

(X xY)xZ

gdzie morfizmy zaznaczone przerywang strzatkq sq jedynymi morfizmamsi spetniajgcy-
mi wlasnosé uniwersalng produktu (dla doboru odpowiednich obiektéw i morfizmdw).
Wykaz nastepujgce rownosci:

giobyo(fog)=g;obs oidxy(yxz), 1€ {1,2}.
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Cwiczenie 1.3.2. Wykaz, ze produkt jednoelementowej rodziny postaci [T{ X} jest izo-
morficzny z X. Czy zachodzi réwnosé J[T{ X} = X7

Tak jak pojecie epimorfizmu bylto, w pewnym sensie, pojeciem dualnym dla pojecia
monomorfizmu, tak i w przypadku pojecia produktu mozemy mowi¢ o pojeciu dualnym,
sodwracajac” kierunki morfizméw. Tym pojeciem jest koprodukt.

Definicja 1.3.2 (Koprodukt). Koproduktem rodziny obiektéw (X;);; (oznaczanym
jako I1,e; X;) nazywamy taki obiekt X wraz z rodzina morfizméw (¢);; zwanych natu-
ralnymi wlozeniami, gdzie 1;: X; - X, ze dla kazdego obiektu Y oraz rodziny morfizméw
(fi)ier, fi: X = Y istnieje dokladnie jeden taki morfizm f: X — Y, dla ktérego ponizszy

diagram
X, —— X
\ I
fi
Y

jest przemienny, tj. f; = f o; dla kazdego i € I.

Dowody dotyczace produktéow daje sie ,przettumaczy¢” na dowody dla obiektéw
dualnych, wykorzystujac zasade dualnosci, o ktorej bedzie mowa w dalszej czesci tego
skryptu.

Cwiczenie 1.3.3. Wykaz, ze koprodukt w kategoriach Set, Top pokrywa sie z sumg
roztaczna zbioréw /przestrzeni.

Przypomnijmy, ze sume roztaczna rodziny zbioréw (X;)e; okredli¢ mozemy jako

[ X =UA{(,):2 € Xy},

iel iel
gdzie dodatkowo zada¢ mozemy rodzine wtozen (i;);er:

[/i:Xi_)HXia Li(.T): (.f,l.), 1€l.
iel

Dla rodziny przestrzeni topologicznych na powyzszym zbiorze mozemy wprowadzi¢
topologie spetniajaca dla kazdego i € I nastepujacy warunek: zbiér ;[ X;] jest otwarty
w [1;e; X; oraz, traktowany jako podprzestrzen sumy roztgcznej, jest homeomorficzny
z X;. Innymi stowy, mozemy okresli¢ na [[,.; X; najwicksza topologie, dla ktérych
wlozenia (; sa ciagte dla kazdego 7 € .

Cwiczenie 1.3.4. Niech (P, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym, niech ponad-
to kategoria C okreslona bedzie jak w przyktadzie 1.1.3. Wykaz, ze dla A ¢ P zachodzi
rOwnosé

HazsupA,

acA

o ile kres gérny A istnieje.
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1.4 Obiekty poczatkowe i koncowe

W tej czesdci poznamy specjalne obiekty kategorii oraz przyjrzymy sie nieco blizej struk-
turze Hom(A, B) morfizméw miedzy ustalonymi obiektami A oraz B.

Definicja 1.4.1 (Obiekt poczatkowy /koricowy). Obiekt I nazywamy obiektem poczqt-
kowym, jezeli dla kazdego obiektu X istnieje doktadnie jeden morfizm I - X. Obiekt T’
nazywamy obiektem koncowym, jezeli dla kazdego obiektu X istnieje doktadnie jeden
morfizm X — T'. Obiekt O nazywamy obicktem zerowym, jezeli jest zaréwno poczatko-
wy, jak i koncowy.

Stwierdzenie 1.4.1. Jezeli obiekt poczatkowy (badz konicowy) w kategorii istnieje, to
jest on jedyny z doktadnoscig do izomorfizmu.

Cwiczenie 1.4.1. Uzasadnij powyzsze stwierdzenie.

Przyklad 1.4.1. W kategorii:

e Set obiektem poczatkowym jest zbiér pusty, natomiast koncowy — zbior jedno-
elementowy,

o Rel zbiorow oraz relacji dwuargumentowych zbiér pusty jest zaréwno obiektem
poczatkowym, jest i koncowym,

o Grp, Vecyk (przestrzeni liniowych nad ustalonym cialem K') obiektem zerowym
jest grupa/przestrzen liniowa trywialna (jednoelementowa),

» Rng pierscieni (z jedynka) obiektem poczatkowym jest pierécien liczb catkowi-
tych.

Cwiczenie 1.4.2. Dla kazdego pierscienia R skonstruuj odwzorowanie Z — R i wykaz
jedynosé takiego odwzorowania.

Wskazowka: Poréownaj przyktad 1.2.5.

7 poprzedniego stwierdzenia jest jasne, ze kategorie zbioréw czy przestrzeni to-
pologicznych nie posiadaja obiektu zerowego. Ogdlniej, jezeli I # T, to kategoria nie
posiada obiektow zerowych. Obiekty zerowe czesto wystepuja w kategoriach algebra-
icznych, szczegblnie w tzw. ciggach dokiadnych?®.

Przyktad 1.4.2. W kategorii cial Fld nie istnieje obiekt poczatkowy/zerowy. W pod-
kategorii ciat Fld, charakterystyki p obiektem poczatkowym jest cialo skonczone Z,.

By dowies¢ pierwszego stwierdzenia, wystarczy zauwazy¢, ze nie istnieja homomor-
fizmy ciat dla ciat F' oraz K o roznej charakterystyce. Istotnie, jezeli p: F' - K jest
morfizmem, gdzie char F' = p dla pewnej liczby pierwszej p € P, to skoro

1+...+1=0,
———
p razy

8Pojecie to nie bedzie w tym momencie okreslane.
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to
0=p0)=p(@)=p(@E - 1)=p(1)+...+p(1)=1+...+1.

~

p razy p razy

Stad char K = p. Jezeli ciato F' byto charakterystyki 0, to, jako przeksztalcenie rézno-
warto$ciowe, dla kazdego n € N nie moze zachodzié¢ p(n) = 0, w przeciwnym razie n = 0.
Zatem i w tym przypadku char F' = 0 = char K.

Zatem gdyby I byto obiektem poczatkowym charakterystyki p, nie istniatby mor-
fizm I — F dla ciala F' o innej charakterystyce wbrew definicji obiektu poczatkowego.
Analogicznie mozemy argumentowac dla obiektu koncowego. Kategoria F1d nie posiada
zadnego z obiektéw tego rodzaju.

Jezeli jednak zawezimy sie do kategorii ciat o ustalonej charakterystyce p dla pewnej
liczby pierwszej, mozemy pokazac, ze Z, jest obiektem zerowym. Ustalmy ciato F
charakterystyki p. Woéwczas jedynym homomorfizmem ciat jest zanurzenie ¢:Z, - F,
ktore jednoznacznie okreslone jest warunkami

(0)=0, (1)=1.

Cwiczenie 1.4.3. Scharakteryzuj obiekty poczatkowe/konicowe/zerowe (o ile istnieja) w
kategorii utworzonej na zbiorze czeSciowo uporzadkowanym w przyktadzie 1.1.3.

Dla kazdych dwoch obiektéw A oraz B kategorii C mozemy wyrézni¢ podklase
Hom(A, B) € Hom(C) morfizméw A — B. W wielu przypadkach podklasa ta bedzie
tworzy¢ zbiér. W szczegélnym przypadku, gdy A = B, mozemy méwi¢ o endomorfi-
zmach obiektu:

End(A) = Hom(A, A).

Podklasg endomorfizméw sg tzw. automorfizmy — izomorfizmy obiektu w siebie. W ogol-
nym przypadku badanie struktury endomorfizméw /automorfizméw jest trudne. Struk-
tura ta bowiem zalezy zarowno od catej kategorii, ktéra ,wymusza” pewne whasnosci
endomorfizméw, a takze od specyfiki samego obiektu tej kategorii.

Przyktad 1.4.3. Zbior liczb rzeczywistych R traktowany jako obiekt:

« kategorii Set posiada 2¢ funkcji (endomorfizméw) R — R oraz tyle samo bijekcji
permutacji (automorfizméw),

o kategorii FId ma tylko jeden automorfizm — identyczno$é®.

Zdarza sie, ze struktura endomorfizméw /automorfizméw zalezy od przyjetej aksjo-
matyki. Rozwazmy ,posredni” przyktad kategorii grup:

Przyktad 1.4.4. Rozwazmy grupe addytywna (R, +) w kategorii Grp. Jezeli p:R - R
jest izomorfizmem, mozna pokazaé, ze dla kazdych ¢ € Q oraz x € R zachodzi ¢(qx) =
gp(x). Tym samym kazdy taki automorfizm jest jednoczes$nie automorfizmem prze-
strzeni R nad ciatlem Q. Przy zatozeniu pewnika wyboru dla doboru dwéch réznych

97 kolei dla ciata C mozemy na gruncie pewnika wyboru otrzymaé 2° réznych automorfizméw tego
ciala, z czego tylko dwa — identycznos¢ oraz sprzezenie — sa ciagle.
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(nieprzeliczalnych) baz Hamela (e;)ier, (€))ier przeksztalcenie ¢ wyznaczone jedno-
znacznie warunkiem

fle))=e€l, el

jest automorfizmem (R, +). Zbiér wszystkich automorfizméw jest wiec mocy 2°.

Sytuacja drastycznie zmienia charakter, jezeli aksjomat wyboru nie zachodzi. Dla
przyktadu, przy zalozeniu aksjomatu determinacji'?, kazdy automorfizm R jest z ko-
niecznos$ci ciggly, a kazdy taki automorfizm jest postaci p(z) = ax dla pewnego a €
R~\{0}. Tym samym grupa automorfizméw ciata R jest izomorficzna z grupa (R~{0},-)
mocy c.

Powr6¢émy w tym miejscu do obiektéw koncowych. Dla kazdego obiektu poczatko-
wego I zachodzi w trywialny sposob

Aut(7) = End(7) = {id;}.
Zachodzi pewien zwigzek miedzy produktami a obiektami konicowymi kategorii:

Stwierdzenie 1.4.2. Jezeli kategoria posiada obiekt koncowy 7', to pusty produkt ]
jest izomorficzny z T

By udowodnié¢ to stwierdzenie, wprowadzimy pojecia diagramu oraz granicy diagra-
ma.

10Nje bedziemy wchodzié w tym miejscu w detale.
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Rozdziat 2

Funktory, diagramy, granice

2.1 Kategorie dualne, zasada dualnosci

Do tej pory kategorie byty rozwazane w odizolowaniu od innych struktur. Przeksztal-
cenia obiektéw (i morfizméw) jednej struktury w druga nazywaé bedziemy funktorami
— doktadna definicja pojawi sie w tej czesci skryptu. Zanim jednak przedstawimy to
pojecie, sformutujemy zapowiadang wczesniej zasade dualnosci.

Definicja 2.1.1 (Kategoria dualna). Niech C bedzie dowolna kategoria. Kategorie
Cep zlozona z obiektéw kategorii C, dla ktérej dla kazdych obiektéw A, B € Ob(C)
zachodzi' Homeer (A4, B) = Home (B, A), gdzie ponadto zachodzi

foce g=goc f
dla wszystkich morfizmoéw, nazywamy kategorig dualng badz przeciwng do kategorii C.

Innymi stowy kategoria dualna powstaje przez ,odwrdcenie” kierunkéw strzatek
morfizméw. W dalszej czesci, przy ustalonej kategorii C, zamiast pary Home, Homeop
bedziemy pisaé¢ po prostu Hom oraz Hom®?, podobnie o/0°P zamiast oc/ocop.

Przykltad 2.1.1. Jezeli kategoria C utworzona jest ze zbioru cze$ciowo uporzadko-
wanego (P, <) (patrz przyktad 1.1.3), kategoria C°P przeciwng do C jest kategoria
utworzona ze zbioru czesciowo uporzadkowanego (P, >).

Przyktad 2.1.2. Niech M bedzie monoidem?. Wéwcezas mozemy utworzy¢ kategorie
M w nastepujacy sposob:

Ob(M) ={M}, Hom(M,M)=M, idy=e, yozxr=y-x.
Kategorig dualng MP°P jest kategoria, dla ktorej zachodzi

yoPx=x-y.

1Zapis Homg (A, B) oznacza klase morfizméw A — B w kategorii C, natomiast f oc g — ztozenie
morfizméw [ oraz g w kategorii C.

27biér S wraz z lacznym dziataniem - Sx S — S nazywamy pélgrupg. Jezeli w S wystepuje ponadto
element neutralny e € S, tj. element speliajacy a-e = a = e-a dla wszystkich a € S, pélgrupe S
nazywamy monoidem.

19



2.1. KATEGORIE DUALNE, ZASADA DUALNOSCI

Okazuje sie, ze kazde stwierdzenie dotyczace obiektow i morfizméw kategorii COP
moze zosta¢ przettumaczone na logicznie réwnowazne zdanie dotyczace wtasnosci ka-
tegorii C. Rozwazmy nastepujace stwierdzenie:

Pc(X) = dla kazdego obiektu A € Ob(C) istnieje dokladnie jeden morfizm f: A - X.

Jezeli zastapimy w powyzszej funkcji zdaniowej obiekty kategorii C obiektami kate-
gorii dualnej C°P, podobnie dla morfizméw, uzyskamy analogiczne zdanie dla kategorii
przeciwne;j:

Pcop (X) = dla kazdego obiektu AP’ € Ob(C°P) istnieje dokladnie jeden morfizm fP: A - X

ktore mozna przettumaczyé¢ na jezyk kategorii C, ,,odwracajac” kierunek morfizméow
w nastepujacy sposob:

P& (X) = dla kazdego obiektu A € Ob(C) istnieje dokladnie jeden morfizm f: X — A.

Zwroémy uwage, ze wlasno$é Po(X) jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
obiektem koncowym kategorii C. Jak wiemy z kategorii Set, obiektami koncowymi sg
singletony (patrz przyktad 1.4.1). Z kolei whasnos¢ P (X) definiuje obiekty poczatko-
we, ktorym we wspomnianej kategorii jest jedynie zbiér pusty. Wida¢ wiec, ze na ogdt
wlasnosci Pe(X) nie sa réwnowazne P2’ (X).

Wtasno$¢ Pc(X) nazywamy samosprzezong, jezeli wlasnosé PZP(X) jest jej réw-
nowazna dla wszystkich X. Dla przyktadu wlasno$¢ (w dowolnej kategorii)

P(X) = X jest obiektem zerowym

jest samosprzezona. Pojeciem samosprzezonym jest np. pojecie izomorfizmu; co nalezy

rozumie¢ jako: f: A - B jest izomorfizmem w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy f

jest izomorfizmem w C°P. Podobnie samosprzezone sg identycznosci obiektow.
Podobnie mozemy ttumaczy¢ wtasnosci dotyczace morfizmow: dla przyktadu, jezeli

Qc(f) dla f: A > B oznacza

Qc/(f) = istnieje morfizm ¢g: B — A, ze zachodzi go f =idy4,
to wlasnos¢ dualna brzmi:

Q(g)(f) = istnieje morfizm g: A — B, ze zachodzi fog=1idy4,

gdzie f jest tym razem typu f: B - A. Mozemy réwniez konstruowaé bardziej ztozone

wtasnosci, bedace funkcjg zdaniowa wielu obiektéw i wielu morfizméw. Jezeli wiasnosé
Pc(A,B,...,f,g,...) zachodzi dla wszystkich obiektéw i morfizméw kategorii C, moé-
wimy, ze kategoria C spetnia wlasno$é P, co zapisujemy jako P(C). Mozemy wreszcie
przedstawi¢ zasade dualnosci:

Jezeli wlasnosé P zachodzi we wszystkich kategoriach, wowczas wlasnosé
P°r zachodzi we wszystkich kategoriach.
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2.2. FUNKTORY

Zasada ta wynika z dwoch obserwacji: (C°P)°P = C oraz réwnowaznosci:
P°?(C) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P(C°P).

Konsekwencje tej zasady sa donioste. Poniewaz kazde stwierdzenie w jezyku teorii kate-
gorii ma dwa réwnowazne stwierdzenia, dowdd ogdlnej wtasnosci obiektéw /morfizmdw
pocigga za soba dowod wtasnosci dualnej.

Cwiczenie 2.1.1. Wykaz, ze:

a) f:A - B jest monomorfizmem w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy for: B - A
jest epimorfizmem w kategorii C°P,

b) dla dowolnych obiektéw X,Y € Ob(C) obiekt Z jest produktem X i Y (wraz z
morfizmami 7, mo) wtedy i tylko wtedy, gdy Z jest koproduktem tych obiektow.

Przyktad 2.1.3. Przytoczmy stwierdzenie 1.2.2:
Jezeli g o f jest monomorfizmem, to f jest monomorfizmem.
Dualne stwierdzenie brzmi zatem:
Jezeli f o g jest epimorfizmem, to f jest epimorfizmem.
Dowdd pierwszej wlasnosci na mocy zasady dualnosci implikuje réwniez drugi rezultat.

Pojecia dualne w sensie teorii kategorii w jezyku angielskim czesto majg przedrostek
»co-", np. product/coproduct, reflective subcategory/coreflective subcategory etc. Tym
samym comonomorphism oznaczalby epimorphism?.

Na ogét kategorie C znacznie r6znig sie od swoich kategorii dualnych. Jezeli jednak

zachodzi rownosé C = C°P, kategorie nazywamy samosprzezona.
Stwierdzenie 2.1.1. Kazda kategoria dyskretna jest samosprzezona.

Dla dowodu powyzszego stwierdzenia wystarczy zauwazy¢, ze jedynymi morfizmami
w takich kategoriach, z definicji kategorii dyskretnych, sa identycznosci.

Cwiczenie 2.1.2. Podaj przyktad nietrywialnej (nieskoniczonej, niedyskretnej) kategorii
SamosprzezZone;j.

2.2 Funktory

W tej sekcji sformalizowane zostanie pojecie transformacji miedzy kategoriami. ,,Morfi-
zmy” miedzy kategoriami zachowujgcymi ich strukture nazywaé bedziemy funktorams:

Definicja 2.2.1 (Funktor). Niech dane beda dwie kategorie C oraz D. Funktorem
(kowariantnym) F:C — D nazywamy funkcje?, ktéra kazdemu obiektowi A € Ob(C)

przyporzadkowuje obiekt B € Ob(C) oraz kazdemu morfizmowi f: A - B kategorii C
morfizm F(f): F(A) - F(B) tak, ze:

3Czy nut oznacza to samo co coconut?
W przypadku, gdy ogél obiektéw tworzy klase, mozemy rozszerzyé pojecie funkcji o dziedzi-
nie/przeciwdziedzinie bedacej klasa.
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2.2. FUNKTORY

1. F zachowuje ztozenia, tj. F'(fog) = F(f)oF(g) dla odpowiednich f, g€ Hom(C),
2. F zachowuje identycznodci: F'(id4) = idpa) dla kazdego A € Ob(C).

Zwroémy uwage, ze w definicji funktora réwniez morfizmy muszg zostaé¢ przypo-
rzadkowane odpowiednim morfizmom — funktory przenosza nie tylko obiekty miedzy
kategoriami, ale takze przeksztatcenia. Definicja, podobnie jak okreslenie kategorii, jest
bardzo szeroka. Zapoznajmy sie wigc z elementarnymi przyktadami funktorow.

Przyktad 2.2.1. Dla dowolnej kategorii C mozemy okresli¢:
o ddentycznosc kategorii id: C - C spetniajaca
id(A)=A, id(f)=f, AeOb(C), feHom(C)
jest funktorem,

o funktor staty C:C - D spetiajacy
C(A) = DOa C(f) = idDm Ae Ob(C)> f € HOHI(C),
gdzie D jest dowolna niepusta kategoria,

Dla matych kategorii utworzonych z cze$ciowych porzadkéw /monoidéw mozna scha-
rakteryzowac posta¢ funktoréw miedzy tymi kategoriami:

Przyktad 2.2.2.

o Jezeli (P,<) oraz (Q,<) sa czeSciowymi porzadkami tworzacymi malte kategorie
(przyktad 1.1.3), funktorami F: P — () sa dokladnie odwzorowania zachowujace
porzadekd.

o Jezeli M oraz N sa monoidami (patrz przyktad 2.1.2), funktorami miedzy kate-
goriami M — N sg doktadnie homomorfizmy monoidéw.

Cwiczenie 2.2.1. SprawdZ powyzsze stwierdzenia.
Przyktad 2.2.3. W kategorii Set mozna zdefiniowaé¢ nastepujace funktory:

o zbioru potegowego P:Set — Set, gdzie kazdemu zbiorowi A przyporzadkowa-
ny jest zbiér potegowy P(A), natomiast kazdej funkcji f: A — B odwzorowanie
P(f):P(A) - P(B), ktore kazdemu podzbiorowi S € A przyporzadkowuje obraz
f(S)cB.

o n-tej potegi S™: Set - Set, okreslony jako:
S"(f:A~ B) = [ A" > B,
gdzie fr(xq,...,xn) = (f(x1),..., f(xn)).

5Odwzorowanie F: P — Q zachowuje porzgdek, jezeli a < b pociaga F(a) < F(b) dla wszystkich
a,be P.
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2.2. FUNKTORY

Czes¢ rozwazanych do tej pory obiektow matematycznych okreslanych jest na zbio-
rach — sa to zbiory wraz z dodatkowa struktura (np. struktura grupy, piericienia,
przestrzeni liniowej badZ przestrzeni topologicznej etc.). W kategoriach tego rodza-
ju morfizmami sa odpowiednie funkcje. Dla kazdej z wymienionych kategorii mozemy
wyrézni¢ tzw. funktor zapominania U:C — Set, ktory ,zapomina” o przylegajacej
strukturze. Funktor kazdemu obiektowi zwraca odpowiadajacy zbiér, natomiast mor-
fizmowi — odpowiadajacg funkcje. Dla przyktadu funktor U: Grp — Set kazdej grupie
G przyporzadkowuje zbiér GG, natomiast homomorfizmowi grup ¢: G - H — funkcje ¢.
Kategorie o powyzszym charakterze nazywamy konkretnyms.

Stwierdzenie 2.2.1. Niech F:C — D bedzie funktorem. F' zachowuje izomorfizmy,
tj. jezeli i A — A’ jest izomorfizmem w C, F'(i) jest izomorfizmem miedzy F(A) oraz
F(B).

DowOD. Wystarczy skorzystaé¢ z faktu, ze funktory zachowujg zloZenia oraz iden-
tycznodci:

F(Z) o F(Z_l) = F(Z o i_l) = F(ldAl) = idF(A/),
podobnie F(i7!) o F(i) = idp(a). |

Stwierdzenie przeciwne nie zachodzi w ogoélnosci:

Cwiczenie 2.2.2. Podaj przyktad funktora, dla ktérego F(i) jest izomorfizmem, nato-
miast ¢ nie.

Stwierdzenie 2.2.2. Zlozenie G o F:C — E funktoréw F:C — D oraz G:D - E
okreslone jako

(GoF)(f: A~ B) =G(F([)):G(F(A)) -~ G(F(B))

jest funktorem.

Kazdy funktor F:C — D indukuje funktor przeciwny F°P: C°P — D°P_ ktéry zacho-
wuje sie tak samo na obiektach, jak i morfizmach jak F'.

Jezeli jestedmy juz przy kategoriach przeciwnych, mozemy podac¢ przyktady pew-
nych funktoréw, ktore — zamiast zachowywaé kierunek strzatek — odwracaja je. Takie
funktory nazywamy kontrawariantnymi.

Definicja 2.2.2 (Funktor kontrawariantny). Niech dane beda kategorie C oraz D.
Funktor C° - D nazywamy funktorem kontrawariantnym.

Moéwigc, ze F:C — D jest funktorem kontrawariantnym, mamy na mysli, ze zacho-
dza nastepujace warunki:

i) F(ida) = idp(ay,
ii) F(fog)="F(g)oF(f),
iii) F(f:A— B)=F(f):F(B) - F(A).

Dzigki temu zabiegowi nie musimy okreslaé¢ funktora bezposrednio na kategorii prze-
ciwnej.
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2.3. TYPY FUNKTOROW

Cwiczenie 2.2.3. Sprawdz, ze definicja funktora kontrawariantnego postaci F: C — Dop
jest réwnowazna poprzedniej definicji.
Zgodnie z definicja, funktor przeciwny moze by¢ traktowany jako funktor ,kontra-

kontrawariantny”.

Przyklad 2.2.4. Funktor °P: C - C°P odsylajacy kategorie C w kategorie przeciwng
Cep (tj. kazdemu morfizmowi f: A - B dualny morfizm f°P: B - A) jest kontrawa-
riantny.

Przyktad 2.2.5. Funktor (kontrawariantny) Q:Set — Set przyporzadkowujacy kaz-
demu zbiorowi jego zbiér potegowy, natomiast kazdej funkcji f:A — B — funkcje
Q(f):Q(B) - Q(A) przyporzadkowujaca kazdemu S ¢ B przeciwobraz f~1(S), na-
zywamy kontrawariantnym funktorem zbioru potegowego.

Cwiczenie 2.2.4. Wykaz, ze kategoria Rel zbioréw z relacjami jako morfizmami jest
samosprzezona, tj, Rel’” = Rel.

Przyktad 2.2.6. Rozwazmy kategorie Vecg przestrzeni liniowych nad ciatem liczb rze-
czywistych. Wyrézni¢ mozemy kontrawariantny funktor Vecg — Vecyr przyporzadko-
wujacy kazdej przestrzeni V' jej przestrzen sprzezong® V* oraz kazdemu odwzorowaniu
liniowemu 7:V — W przeksztalcenie sprzezone T*:W* — V* okreslone nastepujaco:

T (p:W ->R)=(poT):V >R,

Przyklad 2.2.7. Dla kazdej przestrzeni topologicznej X mozemy okresli¢ pierscien
C(X) ciagtych funkcji f: X — R z dziataniami

(f+9)(@)=f(x)+g(x), (f-9)(@)=[(x) g(x).
Kazdej funkcji f: X — Y mozemy przyporzadkowaé C(f):C(Y) - C(X), gdzie dla
kazdego ¢:Y — R okreslamy

CNHg):X >R, C(f)(g)=qef

Tak powstaly funktor C: Top -~ CRng (gdzie CRng stanowi kategorie pierécieni prze-
miennych) jest kontrawariantny.

2.3 Typy funktoréw

Tak jak w przypadku morfizméw, mozna moéwié¢ o pewnych szczegdlnych wlasnosciach
funktoréw. Rozpoczniemy od funktoréw w catosci zachowujacych strukture kategorii.

Definicja 2.3.1 (Izomorfizm kategorii). Funktor F:C — D nazywamy izomorfizmem

kategorii, jezeli istnieje funktor G:D — C spelniajacy

GOF=idc, FOG=idD.

SPrzypomnijmy, ze dla kazdej przestrzeni liniowej V mozemy utworzy¢ tzw. przestrzern sprzezong
v

V* = {p: p jest przeksztalceniem liniowym V — R} .
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2.3. TYPY FUNKTOROW

Jak mozna si¢ spodziewaé, funktor G wystepujacy w powyzszej definicji jest okre-
Slony jednoznacznie, stad mozemy przyjaé oznaczenie G = F~'. Kategorie C oraz D,
dla ktérych istnieje izomorfizm, nazywamy izomorficznymi i stosujemy zapis C = D.

Stwierdzenie 2.3.1. Niech Mat x stanowi kategorie ztozong z liczb naturalnych, gdzie
Hom(m,n) jest zbiorem wszystkich macierzy m x n nad ciatem K, id,:n — n jest ma-
cierza jednostkowsg wymiaru n x n, gdzie ztozenie A o B definiowane jest jako iloczyn
macierzy BA. Kategoria ta jest izomorficzna z kategorig FinVecy skonczenie wymia-
rowych przestrzeni liniowych nad ciatem K.

DowoOD. Utworzymy funktor F:Mat — FinVecy w nastepujacy sposéb: F(n) =
K", gdzie K™ oznacza n-wymiarowsg przestrzen liniowa nad cialem K; takie odwzorowa-
nie jest wzajemnie jednoznaczne. Dla kazdej takiej przestrzeni ustalmy baze. Wéwcezas
z kazdg macierzg A wymiaru n x m mozemy zwigza¢ doktadnie jedno przeksztalcenie
liniowe wzgledem ustalonej bazy F(A) = p4. Z algebry liniowej wiemy, ze zlozenia
przeksztalcen liniowych odpowiadaja iloczynowi macierzy reprezentujacych te odwzo-
rowania. [

Stwierdzenie 2.3.2. Funktor F:C — D jest izomorfizmem kategorii wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wzajemnie jednoznaczna zaréwno na obiektach i morfizmach?.

Pojecie izomorfizmu kategorii jest bardzo restrykcyjne. Rozwazmy nastepujacy po-
uczajacy przyktad.

Przyktad 2.3.1. Rozwazmy kategorie C ztozona z jednego obiektu O oraz identycz-
noéci idp. Kategoria D ztozona z dwoch obiektow A, B, identycznosci id 4 oraz dwoch
izomorfizméw f: A - B oraz g: B — A nie jest izomorficzna z C na mocy poprzedniego
stwierdzenia (poniewaz zbiory Hom(C) oraz Hom(D) sa nieréwnoliczne).

W stwierdzeniu 2.3.1 poszczegdlne kategorie sktadaty sie z obiektow, ktore nie po-
siadaly réznych od siebie izomorficznych kopii. I chociaz kazdg kategorie da sie zastapic¢
kategorig, w ktorej obiekty izomorficzne sg utozsamianie®, na ogét nie bedziemy zakta-
daé, ze dla kazdego obiektu A, jezeli A~ A’ to A= A"

W dalszej czesci zajmowaé sie bedziemy jedynie kategoriami lokalnie matymi:

Definicja 2.3.2 (Kategoria mata, lokalnie mata). Kategorie C nazywamy:
o malg, jezeli ogdl obiektéw oraz morfizmoéw tworzy zbidr,

o lokalnie malq, jezeli dla kazdej pary obiektéw A, B € Ob(C) ogét morfizméw
Hom(A, B) tworzy zbiér.

Kazda kategoria mala jest lokalnie mata. Zwroémy uwage, ze kategorie konkretne,
chociaz nie muszg by¢ male, zawsze sg lokalnie mate — ogét wszystkich funkcji A - B
jest (ograniczonym) zbiorem mocy nieprzekraczajacej | B|A.

"Innymi stowy kazdemu obiektowi C odpowiada poprzez funktor F dokladnie jeden obiekt kategorii
D oraz kazdemu morfizmowi f € Hom(C) — dokladnie jeden morfizm klasy Hom (D).

8Niech C bedzie dowolng kategorig. Rozwazmy kategorie C’, ktéra sklada sie z klas abstrakcji
obiektéw kategorii C wzgledem relacji izomorficznosci 2. Czy odwzorowanie F: C - C’ stanowi funk-
tor?
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2.3. TYPY FUNKTOROW

Kazdy funktor F:C — D miedzy kategoriami lokalnie matymi wyznacza funkcje
Fy,p:Home (A, B) — Homp (F(A4), F(B)), Faps(f)=F(f). (2.1)

Jestesmy gotowi przedstawi¢ szczegdlne typy funktorow:
Definicja 2.3.3 (Funktor pelny, wierny, pelnie wierny). Funktor F: C - D nazywamy:
o wiernym, jezeli odwzorowanie Fy p (patrz: (2.1)) jest injekcja,
o pelnym, jezeli Fy p jest surjekcja,
o pelnie wiernym, jezeli dla bijekcja.
dla wszystkich obiektéw A, B € Ob(C).
Zacznijmy od trywialnej obserwacji:
Stwierdzenie 2.3.3. Kazdy izomorfizm kategorii jest petlnie wierny.

Stwierdzenie to wynika wprost z przytoczonych definicji oraz stwierdzenia 2.3.2.
Stad tez mamy:

Przyktad 2.3.2. Dla kazdej (niepustej) kategorii C identycznos$¢ kategorii jest petnie
wierna (jako izomorfizm kategorii).

Funktor wierny nie musi by¢ réznowartosciowy na obiektach kategorii, podobnie
pelny funktor nie musi by¢ surjekcja w klasie obiektéw (mozna zauwazy¢, ze takie
zadane jest bardzo restrykcyjne). Z kolei:

Przyktad 2.3.3. Funktor zapominania U: Vec — Set jest wierny, poniewaz kazda para
roznych przeksztatcen liniowych przechodzi na odpowiadajace rézne funkcje. Funktor
U nie jest jednak pelny, bo istnieja funkcje, ktére nie sg przeksztalceniami liniowymi.
Ogodlniej, kazdy funktor zapominania jest wierny oraz, wylaczajac trywialne kontrprzy-
ktady, na ogot nigdy peny.

Przyktad 2.3.4. Funktor przestrzeni dyskretnej D:Set — Top przyporzadkowuja-
cy kazdemu zbiorowi przestrzen dyskretna okreslong na tym zbiorze jest pelny, gdyz
wszystkie dla dowolnych zbioréw A, B, rodzina funkcji f: A - B ciagtych miedzy prze-
strzeniami dyskretnymi pokrywa sie z rodzing B4 wszystkich funkcji.

Zachodzi pewien zwiazek miedzy wyrdéznionymi typami funktorow a réznowarto-
Sciowoscia/surjektywnoscia na morfizmach.

Stwierdzenie 2.3.4. Jezeli funktor F:C — D jest surjekcja na morfizmach (tzn. gdy
dla kazdego morfizmu g: F(A) - F(B) kategorii D istnieje morfizm f: A - B kategorii
C, dla ktérego g = FI(f)), to jest pelny.

DowOD. Zatézmy, ze dla funktora F:C — D dla kazdego morfizmu ¢: F(A) —
F(B) € Homp kategorii D istnieje morfizm f: A - B o wlasnosci g = F(f), Fap jest
surjekcja, jako ze Fa p(f) =F(f)=y. [ ]

Podobnie mozemy tatwo wykazac, ze:
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Stwierdzenie 2.3.5. Jezeli funktor F:C — D jest réznowartosciowy na morfizmach
(tj. gdy dla kazdej pary morfizméw fi, fo: A > B kategorii C réwnosé F'(f1) = F(f2)
pociaga fi = fs), to jest wierny.

Implikacja w druga strone nie zachodzi: rozwazmy dwie kategorie dyskretne: ka-
tegorie C ztozona z dwbch obiektow oraz kategorie 1 zlozong z jednego obiektu 1.
Funktor F:C — 1 odsylajacy oba obiekty A, B € Ob(C) nie jest réznowartosciowy,
poniewaz

F(id4) = id, = F(idp),

natomiast jest wierny, jako ze Homc(A, B) = @, dla pojedynczych obiektéw jedyny
morfizm — identyczno$é — przechodzi (w sposob réznowartoéciowy) na odpowiadajaca
identycznosé.

Cwiczenie 2.3.1. Pokaz, ze funktor jest réznowartosciowy na morfizmach wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wierny oraz réznowartosciowy na obiektach.

Nietrudno sprawdzi¢, ze ztozenia zachowuja wtasno$ci wspomnianych funktordw,
czemu poswiecone jest ponizsze ¢wiczenie.

Cwiczenie 2.3.2. Sprawdz, ze ztozenie funktoréw wiernych jest wierne, natomiast zto-
zenie funktoréow petnych — pelne.

Cwiczenie 2.3.3. Wykaz, ze pelnie wierny funktor F: C — D jest réznowarto$ciowy na
obiektach z doktadnoscia do izomorfizmu, tj. jezeli F(A) = F(B), to Az B.

Zapoznamy sie z dwoma, w pewnym sensie przeciwstawnymi, funktorami w kate-
gorii grup.

Przyktad 2.3.5. Funktor ¥: Ab - Grp zanurzenia jest petnie wierny, poniewaz Ab
zawiera wszystkie homomorfizmy miedzy grupami abelowymi.

Przyktad 2.3.6. Niech dana bedzie grupa G. Kazdej takiej grupie mozna przyporzad-
kowaé grupe abelowa® G/[G,G], gdzie dla kazdego homomorfizmu grup ¢:G - F w
grupe abelowa F' istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢: G/[G,G] — F, dla ktérego
ponizszy diagram

jest przemienny!?. Mozemy okredli¢ funktor ®:Grp — Ab (zwany czasem funkto-
rem abelianizacji), gdzie Ab stanowi kategorie grup abelowych wraz z homomorfi-
zmami grup miedzy nimi, ktéry kazdemu obiektowi G przyporzadkowuje G/[G,G],

9Niech G bedzie dowolna grupa. Komutatorem elementéw x,y € G nazywamy wyrazenie xyz 'yt
Komutantem grupy G nazywamy grupe generowang przez wszystkie komutatory elementéw grupy G
i oznaczamy symbolem [G, G]. Formalnie:

[G,G] = ({xyac_ly_l cx,y € G}).

10Stwierdzenie to pozostawiamy bez dowodu.
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natomiast homomorfizmowi ¢: G — F' (niekoniecznie w grupe abelowa) homomorfizm
O(p):G/[G,G] - F[[F, F], ktéry okreslony jest jednoznacznie poprzez ponizszy prze-
mienny diagram:

G " G/[G,G]

1 e

F —— F[[F,F]

Przeksztatcenia mg oraz mp stanowig naturalne przeksztatcenia ilorazowe.

Nietrudno sprawdzi¢, ze ® jest surjekcja na obiektach kategorii Ab: dla kazdej grupy
przemienna G zachodzi G = G/[G,G]. Tym samym & zachowuje sie jak identycznosé
dla argumentow bedacych grupami abelowymi. Jednak nie jest to ani funktor pelny,
ani wierny: rozwazmy dwie podgrupy multiplikatywne kwaternionéw:

G:{17_17i7_i7j7_j7k7_k}7 Hz{]'J_l}J
gdzie i? = j2 = k? = ijk = —1 oraz m.in.
ij=k, ji=-k k=i, kj=-—i.

Mozna sprawdzi¢, ze abelianizacja grupy G jest izomorficzna z H x H. Wowczas, po-
niewaz jedynymi odwzorowaniami H — G sa homomorfizmy okreslone jednoznaczne
poprzez réwnosé ¢1(-1) = 1 oraz ps(-1) = -1, natomiast istnieja az cztery homomor-
fizmy miedzy H — H x H, funkcja Fp ¢ nie jest surjekcja na

Homap(®(H), ®(G)) = Homap(H, H x H).

Zatem P nie jest funktorem pelnym. Sprawdzenie, ze funktor ® nie jest wierny, pozo-
stawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Powyzszy przyktad powrdci w dalszej cze$ci w innej formie pod nazwa refieksji. Jest
on istotny zaréwno dla teorii grup, jak i teorii kategorii.

Cwiczenie 2.3.4. Sprawdz, jakiego typu jest funktor z przyktadu 2.2.6.

2.4 Przeksztalcenia naturalne

Ponizszy fragment poswiecony jest przeksztatceniom naturalnym, przy czym sens okre-
Slenia ,naturalny” zostanie ujawniony niedtugo. Rozwazmy pewien znany z algebry
liniowej przyktad.

Przyklad 2.4.1. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia nad R, okreslmy

V* = {p:p jest przeksztalceniem liniowym V' — R} .
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Przestrzen V* nazywamy przestrzeniq sprzezong do V. Znany jest fakt, ze V' jest prze-
strzenig izomorficzng z V*. Analogicznie mozemy utworzy¢ drugq przestrzen sprzezong

V= (V*)* = {p: ¢ jest przeksztatceniem liniowym V* - R} .

Skoro V' jest izomorficzne z V*| to na tej samej zasadzie zachodzi V* = V** i wreszcie
V2V

Jednakze mozemy skonstruowac¢ bezposrednio izomorfizm ®:V — V**. Zanim jed-
nak go utworzymy, zwré¢my uwage, ze wartoscia przyjmowang dla kazdego wektora
v €V jest funkcjonal ¢: V* — R. Zatem, by okresli¢ ®, wystarczy okresli¢ wartosé ®(v)
dla kazdego ¢ € V**. Mozemy w prosty przyja¢ zadeklarowac

(v) () = ¢ (v). (2.2)

Mozemy uprosci¢ notacje, wprowadzajac dla kazdego v € V operacje v: V* — R zadang
wzorem

() = p(v),

przy takim oznaczeniu ®(v) = v. Przypomnijmy, ze zgodnie z przyktadem 2.2.6 dla kaz-
dego odwzorowania liniowego f:V — W mozemy wprowadzi¢ przeksztalcenie sprzezone
(kontrawariantne) f*:W* -V~ jako

(@) =pof
dla kazdego p:W — R i podobnie f**:V** - W** wskazac¢ jako
f(a) =ae fr,

gdzie o € V**. Dzieki temu kazdemu przeksztatceniu liniowemu f:V — W przypisaliSmy
odpowiadajacy morfizm f**:V** - W** zdefiniowany zaleznoscia

() (p)=aocpof, aeV*™ peV*.

Odwzorowanie (2.2) jest kanoniczne w tym sensie, ze nie wymaga od V** zadnej do-
datkowej struktury. PrzyporzadkowaliSmy zatem kazdej skonczenie wymiarowej prze-
strzeni liniowej V' € Ob(FinVecg) przeksztatcenie ®y:V — V**. Dla kazdego f:V —
W e Hom(FinVecy) diagram

vV v VA

fl l "

W —— W*
w

jest przemienny. Konstrukcje mozemy przeniesé¢ dla catej kategorii Vecg.
Nie istnieje jednak podobna ,naturalna” konstrukcja dla przestrzeni sprzezonej
eV = V*,
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Cwiczenie 2.4.1. Niech X bedzie przestrzenia catkowicie regularna!!. Rozwazmy zbiér
C(X,[0,1]) wszystkich funkeji ciagtych X — [0, 1] oraz zbiér [0,1]¢ wraz z topologia
produktowa. Skonstruuj naturalne przeksztalcenie e: X — [0,1]¢.

Sprobujmy wyabstrahowac¢ pojecie naturalnego przeksztatcenia:

Definicja 2.4.1 (Przeksztalcenie naturalne). Niech F,G:C — D beda funktorami.
Przeksztatceniem naturalnym 7: F — G nazywamy funkcje, ktora kazdemu obiektowi
A € Ob(C) przyporzadkowuje morfizm 74: F(A) — G(A) w taki sposob, ze dla kazdego
morfizmu f: A - B € Hom(C) ponizszy diagram

F(4) =5 G(4)

F(f)l lG(f)

F(B) — G(B)

jest przemienny.

W przyktadzie 2.4.1 diagram mozemy otrzymaé, stosujac powyzsza definicje dla
funktoréw F' = idvec, oraz G = (**) bedacym funktorem przyporzadkowujacym obiekty
i morfizmy drugiej przestrzeni sprzezonej. Przeksztalcenie @ (V' +— ®y) jest zatem
przeksztalceniem naturalnym w sensie teorii kategorii. Analogiczne przyporzadkowanie
za pomocy funktora * przestrzeni sprzezonej nie jest jednak transformacja naturalna,
jako ze jest kontrawariantny w przeciwienstwie do funktora identycznosci.

7 drugiej strony istnieje wazny przyktad w kategorii skonczenie wymiarowych prze-
strzeni z iloczynem skalarnym FinInner z przeksztatlceniami unitarnymi'?.

Przyklad 2.4.2. Zgodnie z twierdzeniem Riesza o reprezentacji odwzorowanie Ry:V —
V* zadane jako

Ry (v)(x) = (v, )

jest izomorfizmem, co znaczy, ze kazdy element V* jest postaci Ry (v) = (v,-) dla
jednoznacznie wyznaczonego v € V. Diagram

jest przemienny. Przeksztalcenie R dziatajace V — Ry jest transformacja naturalna.
Warto zwréci¢ uwage, ze konstrukcja ta, podobnie jak poprzednia, jest niezalezna od
doboru bazy w podanych przestrzeniach liniowych.

UPrzestrzen topologiczna X jest catkowicie reqularna, jezeli dla kazdego punktu x € X oraz zbioru
domknietego F' ¢ X niezawierajacego x istnieje taka funkcje ciagla f:X — [0,1], ze f(x) = 0 oraz
fF) ={1}.

12Przeksztatcenie o: V — W jest unitarne, gdy jest bijekcja oraz

(o(v),w) = (v,07 (w)), veW,weW

gdzie (-,-) sa iloczynami skalarnymi odpowiednio W oraz V.
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Cwiczenie 2.4.2. Wykaz réwnosé
RW o f = (f_l)* o RV

z diagramu z przyktadu 2.4.2.

Zanim przejdziemy dalej, potraktujmy
{Hom¢(A, X): X € Ob(C)}

jako obiekty pewnej kategorii. Dla kazdego morfizmu f: X — Y mozemy wprowadzi¢
morfizm f< miedzy zbiorami Homg(A, X) - Homg(A,Y) zadany jako

f(@)=foa

dla kazdego a € Homg (A, X).
Niech F:C — D bedzie funktorem; ustalmy takze A € Ob(C). Jezeli f: X - Y oraz
a: A - X sa morfizmami w C, wowczas zachodzi

F(feoa)=F(f)eF(a),

co mozemy zapisa¢ rowniez jako

F(f () = ((F(f)" e F) (@), (2.3)

czyli
Fof==(F(f) oF

Zachodzi wiec ponizsza przemiennos¢ diagramu:

Home (A4, X) —= Homp (F(A), F(X))
Homa(A,)= f‘_l lHomD(me—):(F(f))*
Homc(A,Y) —— Homp(F(A), F(Y))

gdzie Fxy:Homg (A, X) - Homp(F(A), F(X)) spelnia (2.3). Sprawdzimy, ze F', trak-
towany jako funktor

F:Homcg(A,-) - Homp(F(A), F(-)),

jest przeksztatceniem naturalnym. Istotnie, obiektowi X kategorii C przy doborze funk-
torow

Homg(A,-):C — Set, Homp(F(A),F(-)):D - Set

przyporzadkowana jest funkcja X — Fx.
Powyzszy schemat ukazuje bardziej abstrakcyjng strukture kategorii w ramach prze-
ksztatcen naturalnych. Powrdcimy jednak do przyktadéw bardziej ,konkretnych”.

Cwiczenie 2.4.3. Sprawdz, ze abelianizacja z przykladu 2.3.6 tworzy przeksztalcenie
naturalne.
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Powréémy do przyktadu 2.4.1. Przeksztalcenie naturalne 7:idpinvec, — (**) spetnia
nastepujaca wtasnosé: @y jest izomorfizmem dla kazdego V. Mozemy rozszerzy¢ te
wtasno$é¢ na funktory F,G:C - D:

Definicja 2.4.2 (Izomorfizm naturalny). Méwimy, ze funktory F,G:C — D sa na-
turalnie izomorficzne, jezeli istnieje naturalny izomorfizm 7F — G, Piszemy woéwczas

F=d.
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